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ABSTRACT 
T h i s  w o r k  d e s c r i b e s  how R a y l e i g h  e s -  
t i m a t e s  c a n  b e  v i e w e d  a s  a m e t h o d  w h i c h  
p e r f o r m s  a s  a SVD p r o c e d u r e  w i t h o u t  d o i n g  
i t .  As a s h o r t  c u t  t o  g e t  p r i n c i p a l  com- 
p o n e n t  r e d u c t i o n ,  R a y l e i g h  q u o t i e n t s  
a l l o w s  t h e  r e s o l u t i o n  o f  f r e q u e n c y  d e t e c -  
t o r s  y e t  p r e s e r v i n g  t h e  a s y m p t o t i c  b e h a -  
v i o r  t o  t h e  a c t u a l  p o w e r  s p e c t r a l  d e n s i -  
t y .  I n  a f i l t e r i n g  f r a m e w o r k  t h e  e s t i m a t e  
i s  e x t e n d e d  t o  a d a p t i v e  s c h e m e s  a n d  2 - D  
s p e c t r a l  e s t i m a t i o n .  
The  r e s u l t i n g  e s t i m a t e  p r o v i d e s  t h e  
way o u t  f o r  a d a p t i v e  p r o c e s s i n g  w i t h  l o w  
c o m p u t a t i o n a l  c o m p l e x i t y  w h i c h ,  i n  g e n e -  
r a l ,  a r e  t h e  two  d r a w b a c k s  a s s o c i a t e d  t o  
t h e  p r i n c i p a l  c o m p o n e n t  a n a l y s i s .  I t  
a v o i d s  a l s o  t h e  c r u c i a l  d e c i s i o n  b e t w e e n  
s i g n a l  s u b s p a c e  a n d  n o i s e  s u b s p a c e  w h i c h  
p r o m o t e s  u n d e s i r e d  d i s t o r t i o n  a n d  f a l s e  
p e a k s  i n  s p e c t r a l  e s t i m a t i o n  a p p l i c a -  
t i o n s .  
1 .  INTRODUCTION 
P r i n c i p a l  c o m p o n e n t  a n a l y s i s  (PCA) i s  
b e c o m i n g  a m a j o r  t o o l  i n  s i g n a l  a n a l y s i s .  
T h e r e  a r e  many r e p o r t e d  w o r k s  o f  g r e a t  
i n t e r e s t  i n  t h e  t o p i c  w h i c h  r e v e a l s  t h a t  
p r i n c i p a l  c o m p o n e n t  a n a l y s i s  i s  a h i g h  
p e r f o r m a n c e  p r o c e d u r e  i n  f i l t e r i n g  
p r o b l e m s  a s  w e l l  a s  a h i g h  r e s o l u t i o n  o n e  
i n  f r e q u e n c y  d e t e c t i o n  p r o b l e m s  o r  a n g l e  
o f  a r r i v a l  d e t e c t i o n .  I n  t h i s  s e n s e ,  t h e  
w o r k s  o f  D. T u f t s  a n d  R .  K u m a r e s a n  / l /  
121 a n d  J. Cadzow 131 s h o u l d  b e  m e n t i o n e d  
h e r e .  
N e v e r t h e l e s s ,  a s  g r a d i e n t  a l g o r i t h m s  
i n  a d a p t i v e  f i l t e r i n g  o r  L e v i n s o n  m e t h o d  
i n  s p e c t r a l  e s t i m a t i o n ,  PCA n e e d s  o f  
p r o c e d u r e s  o f  l o w  c o m p l e x i t y  a t  t h e  e x -  
p e n s e  o f  t h e  r e s u l t i n g  p e r f o r m a n c e  i n  
o r d e r  t o  a c h i e v e  a h i g h e r  d e g r e e  o f  
i n c i d e n c e  i n  s i g n a l  p r o c e s s i n g  a p p l  i c a -  
t i o n s .  L e t  u s  s u m m a r i z e  w h i c h  a r e  t h e  
m a i n  d r a w b a c k s  o f  p r i n c i p a l  c o m p o n e n t  
a n a l y s i s .  F i r s t  o n e  i s  t h e  c o m p u t a t i o n a l  
l o a d ;  t h e  e i g e n v a l u e s  a n d  e i g e n v e c t o r s  
h a v e  t o  b e  c o m p u t e d  f r o m  t h e  g i v e n  d a t a  
m a t r i x ,  a n d ,  a f t e r  s e l e c t i o n  o f  s i g n a l  
s u b s p a c e  i n  t h e  f i l t e r i n g  p r o b l e m  o r  t h e  
n o i s e  s u b s p a c e  i n  t h e  f r e q u e n c y  d e t e c t  i o n  
o n e ,  a l o w  r a n k  m a t r i x  i s  c o m p u t e d  a g a i n .  
S e c o n d  p r o b l e m  l i e s  w i t h  t h e  d i f f i c u l t  
d e c i s i o n  a b o u t  s u b s p a c e s ;  r e g a r d l e s s  t h e  
d e c i s i o n ,  i t  i s  w o r t h w h i l e  t o  r e m a i n  t h a t  
i n  a s p e c t r a l  e s t i m a t i o n  p r o b l e m  b o t h  
n o i s e  a n d  s i g n a l  h a v e  t o  b e  k e e p e d  a l o n g  
t h e  p r o c e d u r e .  I n  o t h e r  w o r d s  , r e s o l u t i o n  
u s e s  t o  b e  a s s o c i a t e d  w i t h  a d i s t o r t e d  
v e r s i o n  o f  t h e  a c t u a l  s p e c t r a l  e s t i m a t e .  
T h i r d  o n e  i s  r e l a t e d  w i t h  t h e  p r e v i o u s  
o n e ,  w h i c h  i s  t h e  u s e  o f  PCA o n l y  i n  t h e  
c a s e  o f  s i n u s o i d e s  i n  w h i t e  n o i s e ;  p r o -  
b a b l y  t h i s  i s  m o t i v a t e d  w i t h  t h e  a s s o -  
c i a t  i o n  o f  s i n g u l a r  v a l u e  d e c o m p o s  i t  i o n  
w i t h  f r e q u e n c y  d e t e c t o r s ,  w i t h o u t  a n y  
a t t e m p  t o  u s e  i t  i n  r e a l  s p e c t r a l  e s t i -  
m a t i o n .  F o u r t h  p r o b l e m  i s  r e l a t e d  w i t h  
t h e  a b s e n c e  o f  a d a p t i v e  s c h e m e s  i n  PCA; 
d u e  t o  t h e  c o m p u t a t i o n  l o a d  a s s o c i a t e d  
a n d  t h e  n e c e s s a r y  c o m p u t a t i o n  of  e i g e n -  
v a l u e s  a n d  e i g e n v e c t o r s  a t  e v e r y  u p d a t e  
i n  t h e  a d a p t a t i o n  p r o c e s s .  
T h e  p u r p o s e  o f  t h i s  w o r k  i s  t o  show 
up t o  w h a t  d e g r e e ,  a n d  f o r  s p e c t r a l  
e s t i m a t i o n  p r o b l e m s ,  t h e  h e r e a f t e r  
d e f i n e d  R a y l e i g h  s p e c t r a l  e s t i m a t e s  c a n  
c o p e  w i t h  t h e  a b o v e  m e n t i o n e d  p r o b l e m s .  
T h e  s t r u c t u r e  o f  t h e  p a p e r  i s  a s  f o l -  
l o w s :  I n  S e c t i o n  I1  t h e  R a y l e i g h  q u o -  
t i e n t s  a r e  p r o p o s e d  a s  a f a m i l y  o f  s p e c -  
t r a l  e s t i m a t e s ,  s t a r t i n g  f r o m  t h e  c o n c e p t  
o f  p o w e r  f u n c t i o n  e s t i m a t e s  a s  r e p o r t e d  
b y  P i s a r e n k o  some y e a r s  a g o .  T h e  c o n c e p t  
o f  a s y m p t o t i c  c o n v e r g e n c e  a s  a n e c e s s a r y  
c o n d i t i o n  f o r  a n y  c a n d i d a t e  i n  s p e c t r a l  
e s t i m a t i o n  i s  a l s o  i n t r o d u c e d .  
I n  s e c t i o n  I11 t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  
R a y l e i g h  e s t i m a t e s  a r e  s h o w n  a s  w e l l  a s  
i t s  r e l a t i o n s h i p ,  u n d e r  some p a r a m e t e r  
s e l e c t i o n ,  w i t h  c u r r e n t l y  r e p o r t e d  
m e t h o d s  f o r  power  s p e c t r a l  d e n s i t y  
e s t i m a t e s .  What  i s  r e a l l y  i m p o r t a n t  o n  
t h i s  s e c t i o n  i s  t o  w h a t  d e g r e e  
R a y l e i g h  e s t i m a t e s u p i s  a s h o r t  c u t  t o  
e n h a n c e  t h e  SVD o r  PCA m e t h o d s  p e r -  
2358 
CH2561-9/88/0000-2368 $1.00 0 1988 IEEE 
f o r m a n c e .  B e c a u s e  t h e  f i l t e r  b a n k  
f r a m e w o r k  s u p p o r t s  t h e  r e p o r t e d  m e t h o d s  
i n c l u d e d  i n  t h e  f a m i l y  o f  R a y l e i g h  
e s t i m a t e s ,  t h i s  f r a m e w o r k  i s  u s e d  i n  
s e c t i o n  I V  t o  p r o v i d e  a n  a d a p t i v e  s c h e m e  
f o r  t h e  f a m i l y .  
2 .  R a y l e i g h  s p e c t r a l  e s t i m a t e s  
Any s p e c t r a l  e s t i m a t e  steems f r o m  t h e  
d a t a  a u t o c o r r e l a t i o n  m a t r i x  w i t h  a f i n i t e  
o r d e r .  One way t o  u n d e r s t a n d  t h e  c o n c e p t  
o f  a s y m p t o t i c  c o n v e r g e n c e  i s  t h a t  when  
t h e  o r d e r  o f  t h e  m a t r i x  Q t e n d s  t o  
i n f i n i t y  t h e  e i g e n v a l u e s  t e n d  t o  b e  t h e  
s a m p l e s  o f  t h e  a c t u a l  p o w e r  s p e c t r a l  
d e n s i t y .  
A. + S ( 2 ? r q / Q )  a s  Q+m ( 1 )  
9 
T h u s  when Q i s  h i g h  t h e  a u t o c o r r e l a -  
t i o n  v a l u e s  c o u l d  b e  r e p r e s e n t e d  by  t h e  
e i g e n v a l u e s  S ( w )  a n d  t h e  e i g e n f u n c t i o n s  
e x p ( j w m )  a s  shown  i n  ( 2 ) .  
1 
r ( m )  = -- ['S(w) e j m W  dw 
T h i s  i s  t h e  r e a s o n  t o  c o n s i d e r  t h a t  a 
good  c a n d i d a t e  t o  b e  a n  s p e c t r a l  e s t i m a t e  
h a v e  t o  c o n v e r g e  i n  some  s e n s e  t o  t h e  e i -  
g e n v a l u e s  o f  t h e  d a t a  a u t o c o r r e l a t i o n  
m a t r i x ,  b e i n g  a t  t h e  s a m e  t i m e  homoge-  
n e o u s  ( i . e .  i f  A c h a n g e s  t o  a . X q ,  t h e n  
S ( w )  c h a n g e s  t o  a % ( w ) ) .  
B a s e d  o n  t h e  a b o v e ,  P i s a r e n k o  p r o p o -  
s e d  i n  / 4 /  t h e  s o - c a l l e d  p o w e r  f u n c t i o n  
e s t i m a t e s  w i t h  t h e  f o l l o w i n g  f o r m u l a t i o n :  
( 3 )  
b e i n g  5 t h e  s t e e r i n g  v e c t o r  ( 1 ,  
e x p ( j w ) ,  ..., e x p ( j Q w ) )  a n d  t h e  g i v e n  
d a t a  a u t o c o r r e l a t i o n  m a t r i x  o f  o r d e r  Q .  
I t  c a n  b e  s e e n  t h a t  t h e  p o w e r  f u n c -  
t i o n  e s t i m a t e  i n c l u d e s  t h e  c a s e s  o f  t h e  
B l a c k m a n - T u k e y  e s t i m a t e  ( m = l )  a n d  t h e  
Capon  o r  maximum l i k e l i h o o d  e s t i m a t e  o f  
p o w e r  l e v e l  ( m = - l ) ,  b u t ,  d o e s  n o t  c o n t a i n  
t h e  c a s e  o f  t h e  n o r m a l i z e d  maximum l i k e -  
l i h o o d  o r  r e a l  p o w e r  d e n s i t y  e s t i m a t e  
r e p o r t e d  by  t h e  a u t h o r  i n  / 5 /  a n d  d e n o t e d  
i n  ( 4 ) .  
( 4 )  
B a s e d  i n  ( 4 )  a n d  ( 3 )  a new f a m i l y  o f  
s p e c t r a l  e s t i m a t e s  e m e r g e s  by  g e n e r a l i -  
z i n g  t h e  n o r m a l i z e d  maximum l i k e l i h o o d  
e s t i m a t e  by a q u o t i e n t  o f  t w o  q u a d r a t i c  
f o r m s  w i t h  s u c e s s i v e  o r d e r s  a s  i t  i s  
shown  i n  ( 5 ) .  T h i s  e s t i m a t e  w i l l  b e  named 
h e r e a f t e r  a s  t h e  R a y l e i g h  e s t i m a t e  b e c a u -  
s e  i t s  m a t h e m a t i c a l  s t r u c t u r e  
3 .  R a y l e i g h  e s t i m a t e s  a n d  p r i n c i p a l  com- 
p o n e n t  a n a l y s i s  
M o s t  o f  t h e  i n t e r e s t i n g  f e a t u r e s  o f  
t h e  R a y l e i g h  e s t i m a t e s  c a n  b e  c l e a r e d  b y  
t h e  u s e  o f  t h e  p r i n c i p a l  c o m p o n e n t s  
f o r m u l a t i o n .  To i n t r o d u c e  s u c h  f o r m u l a -  
t i o n ,  l e t  us a s s u m e  t h a t  X d e n o t e s  t h e  
e i g e n v a l u e s  i n  d e c r e a s i n g  o%der  f r o m  A I  
t o  o f  t h e  d a t a  a u t o c o r r e l a t i o n  m a t r i x  
E ,  an% U t h e  c o r r e s p o n d i n g  e i g e n v e c t o r s  
w i t h  Fo&%er t r a n s f o r m  U ( w ) ,  w h e r e  U (w)  
is  t h e  s q u a r e d  m a g n i t g d e  o f  t h e  ' d o t  
p r o d u c t  o f  t h e  s t e e r i n g  v e c t o r  a n d  t h e  
g i v e n  e i g e n v e c t o r .  T h u s ,  u s i n g  t h e s e  
d e f i n i t i o n s  t h e  n u m e r a t o r  o r  t h e  d e n o m i -  
n a t o r  o f  a R a y l e i g h  e s t i m a t e  c a n  b e  
w r i t e n  a s :  
- 
F i r s t  a t  a l l ,  n o t e  t h a t  t h e  e s t i m a t e  
shown  i n  ( 5 )  c o n t e n t s  i n  t h e  f a m i l y  t h e  
B l a c k m a n - T u k e y  e s t i m a t e  (m=O>,  t h e  Capon  
e s t i m a t e  ( m = l )  a n d  t h e  n o r m a l i z e d  maximum 
l i k e l i h o o d  o r  t r u e  s p e c t r a l  d e n s i t y  f r o m  
t h e  C a p o n ' s  e s t i m a t e  ( m = 2 ) .  
G o i n g  b a c k  t o  t h e  p r o p e r t i e s  a n d  
h a n d l i n g  t h e  e i g e n s t r u c t u r e  o f  t h e  e s t i -  
m a t o r ,  
( 7 )  
i t  r e s u l t s  c l e a r  t h a t  t h e  e s t i m a t e  is 
h o m o g e n e o u s  b e c a u s e  a s c a l i n g  f a c t o r  a i n  
t h e  e i g e n v a l u e s  c o n v e y s  t h e  s a m e  s c a l i n g  
f a c t o r  i n  t h e  r e s u l t i n g  e s t i m a t e .  
A l s o ,  a n d  b a s e d  i n  t h e  p o s i t i v e  c h a -  
r a c t e r  o f  U ( w )  f o r  q = l ,  Q ;  i s  e a s y  t o  
p r o v e  t h a t  
I n  o t h e r  w o r d s ,  a n y  p r e v i o u s  e s t i m a t e  i s  
a b o u n d  € o r  t h e  p r e v i o u s  o n e .  T h i s  a l l o w s  
two  v e r y  i m p o r t a n t  c o n c l u s s i o n s .  F i r s t  
o n e  c o n c e r n s  w i t h  how t h e  v e r y  w e l l - k n o w n  
e s t i m a t e s  o f  B-T, ML a n d  NML a r e  b o u n d e d  
e a c h  o t h e r .  
S e c o n d  o n e ,  f o r m u l a  ( 8 )  e x p l a i n s  t h e  r o l e  
o f  p a r a m e t e r  m i n  t h e  R a y l e i g h  q u o t i e n t  
b e c a u s e  if i n c r e a s i n g  m g e n e r a t e s  a l o w e r  
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b o u n d  f o r  t h e  p r e v i o u s  e s t i m a t e  t h a t  
means  t h a t  r e s o l u t i o n  i n c r e a s e s .  I n  o t h e r  
w o r d s ,  m c o n t r o l s  t h e  p e a k y  c h a r a c t e r  o f  
t h e  r e s u l t i n g  e s t i m a t e .  
O t h e r  p r o p e r t y  w h i c h  makes  i n t e r e s -  
t i n g  t h e  f a m i l y  o f  e s t i m a t e s  i s  t h e  
a s y m p t o t i c  c o n v e r g e n c e  b e c a u s e  when t h e  
o r d e r  Q o f  t h e  d a t a  a u t o c o r r e l a t i o n  
m a t r i x  g o e s  t o  i n f i n i t y ,  t h e  e s t i m a t e  
c o n v e r g e s ,  f o r  a n y  v a l u e  o f  m ,  t o  t h e  
a c t u a l  p o w e r  s p e c t r a l  d e n s i t y .  T o  s e e  
t h i s ,  j u s t  n o t e  t h a t  when t h e  o r d e r  t e n d  
t o  i n f i n i t y ,  X + S ( 2  q / Q )  a n d  o n l y  t h e  
c o r r e s p o n d i n g  d ( w )  w i l l  b e  d i f f e r e n t  
f r o m  z e r o  b e c a u s e  t h e  e i g e n v e c t o r s  t e n d  
t o  t h e  s u c c e s s i v e  s t e e r i n g  v e c t o r s  S .  
T h u s  i t  c a n  b e  s a i d  t h a t :  
l i m  s m ( w )  = ~ ( w )  ; vm ( 1 0 )  
Q +m 
T h i s  i s  a v e r y  i m p o r t a n t  p r o p e r t y  
t h a t  d o e s  n o t  h o l d ,  o r  i t  i s  n o t  e a s y  t o  
p r o v e ,  i n  many r e p o r t e d  p a r a m e t r i c  a n d  
non-pa  r a m e t  r i c  m e t h o d s .  
F i n a l l y ,  i t  i s  r e m a r k a b l e  w h a t  i s  t h e  
b e h a v i o r  o f  t h e  e s t i m a t e  when p a r a m e t e r  m 
g o e s  t o  i n f i n i t y .  When m g o e s  t o  i n f i n i t y  
t h e r e  a r e  t w o  d i f f e r e n t  s i t u a t i o n s  d e p e n -  
d i n g  o n  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  F o u r i e r  
t r a n s f o r m  o f  t h e  minimum e i g e n v a l u e  
UQ(w).  I f  U (w)#O w e  h a v e  ( 1 l . a )  Q , -m+l 
I f  U ( w ) = O ,  t h a t  means  t h a t  t h e  
s t e e r i n g  9 e c t o r  5 i s  o r t h o g o n a l  t o  t h e  
minimum e i g e n v e c t o r  w h i c h  b e l o n g s  t o  t h e  
n o i s e  s u b s p a c e .  T h u s ,  in t h i s  c a s e ,  w e  
a r e  j u s t  s t e e r i n g  t h e  e s t i m a t e  w h e r e  a 
s o u r c e  i s  l o c a t e d  a n d  S m ( w )  w i l l  p e a k  
a b o v e  a t  t h i s  p o i n t .  L e t  s a y  t h a t  
t h e  smal??st U (w)  w h i c h  i s  n o t  z e r o  i s  
named a s  U,(W)$ w h e r e  M < Q ,  t h e n  ( 1 l . b )  
h o l d s  
T h e  r e a d e r  c a n  s e e  t h a t  t h e  b e h a v i o r  
o f  t h e  R a y l e i g h  e s t i m a t e s  when t h e  
p a r a m e t e r  m i n c r e a s e s  h a s  a c l o s e  
r e l a t i o n s h i p  w i t h  t h e  P i s a r e n k o  e s t i m a t e .  
R a y l e i g h  p e a k s  a t  t h e  s o u r c e  l o c a t i o n  
l e a v i n g  t h e  c o n s t a n t  v a l u e  o f  A f i n  i n  t h e  
r e s t  o f  t h e  f r e q u e n c y  r a n g e .  t i s  v e r y  
i m p o r t a n t  t o  r e m a r k  t h a t  h i s  p r o p e r t y  i s  
n o t  c o n t r a d i c t o r y  w i t h  t h e  a s y m p t o t i c  
c o n v e r g e n c e  t o  t h e  a c t u a l  s p e c t r a l  
d i s t r i b u t i o n  e v e n  when  t h e  s p e c t r u m  u n d e r  
a n a l y s i s  i s  n o t  a l i n e  s p e c t r a .  
L e t  see  now t h e  r e l a t i o n s h i p  o f  Ray-  
l e i g h  w i t h  l o w  r a n k  a p p r o x i m a t i o n s  o r  
p r i n c i p a l  c o m p o n e n t  a n a l y s i s .  
Low r a n k  r e d u c t i o n  i s  t h e  a p p r o x i m a -  
t i o n  o f  R ,  o r  i t s  i n v e r s e  i n  f r e q u e n c y  
d e t e c t o r s ,  by a s e t  o f  e i g e n v e c t o r s  a n d  
e i g e n v a l u e s  o u t  o f  t h e  Q w h i c h  f o r m  t h e  
i n i t i a l  d a t a  m a t r i x .  T h u s ,  a s s u m i n g  t h e  
s e l e c t i o n  f o r  f r e q u e n c y  d e t e c t o r s  o f  t h e  
f i r s t  P e i g e n v a l u e s  o f  t h e  i n v e r s e  a u t o -  
c r r e l a t i o n  m a t r i x  t h e  r e s u l t i n g  m a t r i x  ,B i s :  
A t  t h i s  moment w e  c a n  s e e  gD a s  a n o n - l i -  
n e a r  o p e r a t o r  a p p l i e d  t o  g, o r ,  i n  t h e  
e i g e n s p a c e  a s  X N = H (  ) ,  i . e .  t h e  n e w  
e i g e n v a l u e  i s  a n o n  IOlnea r  f u n c t i o n  o f  
t h e  o l d  o n e .  T h i s  s i t u a t i o n  i s  s u m m a r i z e d  
i n  ( 1 3 ) .  
I t  i s  e v i d e n t  t h a t  a n  a p p r o x i m a t e  
f u n c t i o n  f o r  H ( x )  c o u l d  b e  a p o l y n o m i a l  
i n  i n c r e a s i n g  p o w e r s  o f  X .  T h e  a d v a n t a g e  
of  t h i s  a r e  t h a t ,  t o  o b t a i n  t h e  l o w  r a n k  
a p p r o x i m a t i o n  t h e r e  i s  no n e e d  o f  com- 
p u t i i 5  t h e  e i g e n v a l u e s  a n d  e i g e n v e c t o r s  
of  5 o r  2, b e c a u s e  a p o l y n o m i a l  f u n c -  
t i o n  o f  t h e  e i g e n v a l u e s  c a n  b e  d o n e  
d i r e c t l y  o v e r  R a s  shown  i n  ( 1 4 ) .  
I n  s u m m a r y ,  t h i s  i s  t h e  way  o u t  t o  
o b t a i n  l o w - r a n k  a p p r o x i m a t i o n  w i t h o u t  
p e r f o r m i n g  r e a l l y  s i n g u l a r  v a l u e  decom- 
p o s i t i o n  o r  p r i n c i p a l  c o m p o n e n t  a n a l y s i s .  
I n  f a c t ,  t h e  d e n o m i n a t o r  o f  a R a y l e i g h  
e s t i m a t e s  c a n  b e  v i e w e d  a s  a l o w  r a n k  
a p p r o x i m a t i o n  w h e r e  H ( x )  i s  a p p r o x i m a t e d  
by  H ( X ) = x m .  T o  j u s t i f y  t h i s  t h e r e  i s  a n  
u n g o i n g  s t u d y  c o m p a r i n g  t h e  d e n o m i n a t o r  
o f  R a y l e i g h  e s t i m a t e s  w i t h  M U S I C  i n  a n g l e  
o f  a r r i v a l  d e t e c t i o n .  T h e  p r e l i m i n a r y  
r e s u l t s  a l l o w  t o  t h e  a u t h o r  t o  c o n c l u d e  
t h a t  we h a v e  a l m o s t  t h e  same  p e r f o r m a n c e  
i n  r e s o l u t i o n  w i t h  m=5 e v e n  m=3 a n d ,  o f  
c o u r s e ,  w i t h  a v e r y  l o w  c o m p u t a t i o n a l  
c o s t .  F u r t h e r m o r e ,  when t h e  n u m e r a t o r  i s  
u s e d  a l l  t h e  p r o p e r t i e s  m e n t i o n e d  
p r e v i o u s l y  a r e  e n h a n c e d  y e t  p r e s e r v i n g  
t h e  r e s o l u t i o n  p e r f o r m a n c e .  
4 .  R a y l e i g h  e s t i m a t e s  a n d  f i l t e r  b a n k  
a n a l y s i s  
A s  i t  i s  s h o w n  i n  1 5 1 ,  t h e  n o r m a l i z e d  
maximum l i k e l i h o o d  e s t i m a t e  i s  d e r i v e d  
f r o m  t h e  p o w e r  l e v e l  a t  t h e  o u t p u t  @ f  a 
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p a s s  b a n d  f i l t e r  n o r m a l i z e d  b y  t h e  n o i s e  
b a n d w i d t h  o f  t h e  f i l t e r .  
T h e  d e s i g n  o f  t h e  f i l t e r  i s  d o n e  f r o m  
a v a r i a t i o n a l  p r o b l e m  w h e r e  t h e  r e s i d u a l  
o f  t h e  f i l t e r  i s  m i n i m i z e d  s u b j e c t  t o  
some c o n s t r a i n t s  o f  t h e  f i l t e r  r e l a t e d  
w i t h  i t s  s h a p e  a r o u n d  t h e  s t e e r i n g  f r e -  
q u e n c y  1 6 1 .  
m 
Where A i s  t h e  F IR  f i l t e r  i m p u l s e  r e s -  
p o n s e  i7n v e c t o r i a l  n o t a t  i o n  a n d  2 d e f i n e s  
t h e  s e t  o f  l i n e a r  c o n s t r a i n t s  w i t h  v e c t o r  
- f .  I n  g e n e r a l ,  (&,z) r e d u c e s  t o  t h e  s t e -  
e r i n g  v e c t o r  a n d  z e r o  dB r e s p o n s e  ( i . e .  
Due t o  t h e  l i m i t a t i o n s  i n  t h e  e x t e n d  
o f  t h i s  p a p e r ,  i t  w i l l  b e  s h o w n  i n  a f e w  
w o r d s  how R a y l e i g h  e s t i m a t e s  c o u l d  b e  
e n c o m p a s s e d  i n  t h i s  f r a m e w o r k .  T h i s  i s  
t h e  s u b j e c t  o f  o t h e r  p u b l i c a t i o n  i n  
p r e p a r a t i o n  by t h e  a u t h o r .  N e v e r t h e l e s s  
i n  1 5 1 ,  1 6 1  a n d  i n  t h i s  w o r k  a r e  t h e  
f u n d a m e n t a l s  t o  o b t a i n  t h e  a d a p t i v e  a n d  
2 - D  s c h e m e s  f o r  R a y l e i g h  e s t i m a t e s .  
T h e  k e y  p o i n t  i s  t o  r e v i e w  how m a t r i x  
R i s  f o r m e d  i n  ( 1 5 )  f r o m  t h e  d a t a  s i g n a l  
- n H =  ( x ( n ) ,  . . . , x ( n - Q + 1 ) )  . I f  t h i s  d a t a  a r e  
w i n d o w e d ,  t h e  new d a t a  c o u l d  b e  o b t a i n e d  
a s  d e n o t e d  i n  ( 1 6 ) .  
( 2 , l ) ) .  
( 1 6 )  
C l e a r l y ,  t h e  u s e  o f  a c l a s s i c a l  
window r e d u c e s  W t o  a d i a g o n a l  m a t r i x .  
B u t  i n  a g e n e r a l l z e d  w i n d o w  t h e o r y  _W w i l l  
b e  a m a t r i x  i n  i t s  g e n e r a l  f o r m . - N o w ,  
r e m e m b e r i n g  t h e  d a t a  d e p e n d e n t  w indow 
c o n c e p t  f i r s t  i n t r o d u c e d  b y  C a p o n ,  a n  
a t t e m p  t o  r e d u c e  t o  t h e  p r i n c i p a l  
c o m p o n e n t s  o f  w i l l  b e  t o  a p p r o x i m a t e  fl 
by  a l o w  r a n k  r e d u c t i o n  o f  i t .  B u t ,  u s i n z  
t h e  a p p r o x i m a t i o n  m e n t i o n e d  i n  t h e  
p r e v i o u s  s e c t i o n ?  t h e  c h o i c e  o f  R f o r  W 
w i l l  g i v e  $ a s  E . D o i n g  t h i s ,  t h e  u s e  o f  
p o w e r s  o f  a s  m a t r i x  t r a n s f o r m a t i o n ,  t h e  
s p e c t r a l  e s t i m a t e  o b t a i n e d  a s  f o l l o w s  
w i l l  p r o d u c e  R a y l e i g h  e s t i m a t e s .  
D e s i g n  e q u a t i o n s :  
m "  
E s t i m a t e  e q u a t i o n s :  
m 
( 1 7 . A )  
( 1 7 . b )  
A s  a n  e x a m p l e ,  a t r a n s f o r m a t i o n  o f  W = E  
w i l l  p r o d u c e  t h e  R a y l e i g h  e s t i m a t e s  w i t 6  
p a r a m e t e r  m e q u a l  t o  6 .  
N o t e  t h a t  i t  i s  a d i f f e r e n c e  b e t w e e n  
t h e  d e s i g n  e q u a t i o n s  a n d  t h e  f i l t e r i n g  o r  
e s t i m a t e  e q u a t i o n s .  I t  r e s u l t s  c l e a r  t h a t  
( 1 7 . b )  i s  a l w a y s  t h e  way t o  o b t a i n  t h e  
power  s p e c t r a l  d e n s i t y  f r o m  a f i l t e r i n g  
m e a s u r e m e n t  t e c h n i q u e  ( i . e .  p o w e r  o f  t h e  
o u t p u t  r e s i d u a l ,  a v e r a g e d  o r  n o t ,  d i v i d e d  
b y  t h e  b a n d w i d t h  e s t i m a t e ) .  T h u s ,  t h e  
f i l t e r  d e s i g n e d  m u s t  b e  u s e d  w i t h  t h e  
o r i g i n a l  d a t a  t o  p r e s e r v e  t h e  a s y m p t o t i c  
c o n v e r g e n c e  a n d  n o t  o v e r  t h e  t r a n s f o r m e d  
o n e s .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  t h e  f i l t e r  i s  
d e s i g n e d  b a s e d  o n  t h e  t r a n s f o r m e d  d a t a  i n  
o r d e r  t o  e n h a n c e  t h e  l o w  r a n k  r e d u c t i o n  
i n v o l v e d  i n  t h e  m a t r i x  I. 
5. C o n c l u s i o n s  
A new s p e c t r a l  e s t i m a t e  w h i c h  e n h a n -  
c e s  a l l  t h e  p r o p e r t i e s  n e e d e d  i n  a v a -  
l u a b l e  s p e c t r a l  e s t i m a t o r  i s  r e p o r t e d .  
H o m o g e n e i t y ,  a s y m p t o t i c  c o n v e r g e n c e ,  
t r a d e o f f  b e t w e e n  r e s o l u t i o n  a n d  s t a t i s -  
t i c a l  s t a b i l i t y  u n d e r  c o n t r o l  o f  t h e  
u s e r ;  made i t  u n c o m p a r a b l e  w i t h  c u r r e n t l y  
r e p o r t e d  m e t h o d s .  A s  a r e s u l t  t h e  p r o c e -  
d u r e  c a n  b e  v i e w e d  a s  t h e  w a y  o u t  t o  
o b t a i n  SVD p e r f o r m a n c e  w i t h o u t  d o i n g  i t  
r e a l l y .  T h e  i n c l u s s i o n  t o  a d a p t i v e  
s c h e m e s  u s i n g  F r o s t  a l g o r i t h m  o r  t o  2-D 
p r o b l e m s  i s  a l s o  s u m m a r i z e d .  B o t h  a s p e c t s  
a r e  u n d e r  s t u d y  i n  d e t a i l ,  a n ?  w i l l  b e  
t h e  s u b j e c t  o f  f u r t h e r  p u b l i c a t i o n s .  
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